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© Introduction
o Stabilisation de ’équation des ondes amorties

bilité et singularié



L’équation des ondes amorties

Equation des ondes amorties avec conditions de Dirichlet

O2u(t,z) — Au(t,z) + a(z)du = 0
Ujye, =0
u(t =0,2) = up(z), dwu(t =0,z) = ui(x),

(E)

avec a(z) fonction positive supportée sur un sous-ensemble w ouvert de .

Bty = - / o)) wul? < 0,
dt o

ou
E(u,t) = [|0:u(t)[[2(q) + [[Vu(t)]|22(0)-

— Deécroissance de ’énergie
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L’équation des ondes amorties

On réécrit sous la forme d’une équation d’évolution

u(t) 0 -I

LUy + BUM) =0, U) = o)) B= A )

dt
U(t) = e "BU(0).
Spectre de B

Le comportement de U(t) peut étre
décrit par le spectre de B. Le spectre
n’est pas sur I’axe imaginaire.

Vitesse de décroissance ?

220000000000 25072077

Rémi Buffe (Inria Nanc Observabilité et singularié 22 Mars 2018 3/ 21



L’équation des ondes amorties
Le théoréme suivant relie la position du spectre avec la décroissance de
I’énergie.

Théoréme (Lebeau 96, Burq 98, Batty-Duyckaerts 08, ...)

On a le résultat suivant

k
(B —iold)~Y|| < CeCl?l, o0 e R= E(u,t)}/? < Ckw

log(2 +t)*

e la décroissance exponentielle est hautement reliée a la géométrie de €2

et la localisation du terme d’amortissement = Condition de Controle
Géométrique. Ici, on a aucune condition géométrique.

Rémi Buffe (Inria Nancy - IECL)

Observabilité et singularié

22 Mars 2018 4 /21



Estimée de résolvante

Objectif : montrer

(B —ioId)~Y|| < CceClel o eR.

ey < e [+ [ 167)

—Au—c*u=g dansQ
Uy =0 sur 0f2.

On se raméne a

pour u solution de

On se raméne a montrer une inégalité de Carleman pour 'opérateur avec

paramétre spectral —A — 2.
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© Introduction

@ Controle a zéro de I’équation de la chaleur

bilité et singularié



Equation de la chaleur

Soit 2 un ouvert borné régulier de RY.

Opu(t, ) — Au(t,z) = xu f(t, )
(E)Q et z) =0
u(t =0,z) = uo(x)

Définition

On dit que l’équation (E) est contrélable a zéro en temps T > 0, si pour

toute donnée initiale ug € L?(QQ), il existe un controle f € L?((0,T) x w) tel
que

u(T) = 0.
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Equation de la chaleur

Soit 2 un ouvert borné régulier de RY.

Opu(t, ) — Au(t,x) = xwf(t, )
(E) ulan(tvx) =0
u(t =0,2) = uo(z)

Définition
On dit que l’équation (E) est contrélable a zéro en temps T > 0, si pour
toute donnée initiale ug € L?(QQ), il existe un controle f € L?((0,T) x w) tel
que

u(T) = 0.

Théoréme (Lebeau-Robbiano (95), Fursikov-Imanuvilov (96))

Soit T > 0. L’équation de la chaleur est controlable a zéro en temps T'.
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Stratégie de Lebeau-Robbiano : utilisation de 'inégalité spectrale sur les

basses fréquences.
Décomposition spectrale (Aj, ¢;),

0<)\0§)\1§...>\k—>+00.

Théoréme (Lebeau-Robbiano, Jerison-Lebeau, Lebeau-Zuazua)
1l eziste C > 0 tel que pour tout A > 1,

|12]|L2 () < CeC‘FA||z||L2(w), z € Vect{dr, \p < A}.

@ la constante explose lorsqu’on ajoute des modes

e controdle & zéro sur des ensembles mesurables en temps, controle
impulsionnel, stabilisation en temps fini, ...

@ inégalité spectrale : observabilité sur les sommes finies de fonctions
propres

— Equation ?
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L’opérateur augmenté

On considére

sinh(
Z \/> aa¢y($)a z(z) = Z a;¢i(x).

A <A Aj<A
; 2
olt a; € C tels que ;- [a;|* < oo. On a alors

—02w—Aw =0 dans (0,5) x Q:=Z

W,, =0 sur (0, Sp) x 09
w,_, =0 sur {0} x
Osw|,_, =z sur {0} x Q.

— Inégalités de Carleman pour P = —9? —
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© Inégalités de Carleman
o Cadre elliptique




Inégalité a 'intérieur

Soit U un ouvert borné de R, et ¢ une fonction poids admissible

Théoréme (Inégalité de Carleman elliptique)

Il existe 7o > 0 tel que pour tout u € C§°(U), et pour tout T > T,

732(|e"Pu|| L2y + T2 €7 V|| L2 1y

+ 77217 Y 02 ull aqwy S N1€7P Aullzaw).
4,J

v

Remarques
o Inégalité d’énergie & poids exponentiel
o Le poids permet concentrer I'information sur w

@ Perte de demi-dérivée par rapport a la régularité elliptique

e Principale difficulté : contruction des poids
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Idées de preuve

Pour montrer une inégalité de la forme,

e ul| L2y S |le"? Aul|pz vy

on peut montrer
T ollLz @y S 1Al L2y
avec
o v=c"%u
—A, = —e"?Ae 7% (opérateur conjugué par le poids)
~ —A—7%Vp|> +27Vp -V
— symbole principal : py(z,£,7) = |£]2—72|Vp|? + 2iTVp - £
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Idées de preuve

Pour montrer une inégalité de la forme,
mle™ullL2w) < lle™ Aull2 )

on peut montrer
T ollLz @y S 1Al L2y
avec
e v=¢e"%u
—A, = —e"?Ae 7% (opérateur conjugué par le poids)
~ —A—7%Vp|> +27Vp -V
— symbole principal : py(z,£,7) = |£]2—72|Vp|? + 2iTVp - £
e —A, n’est pas elliptique

@ on écrit —A, = P» 4 iP; avec

p2($,€77') = |€|2 - 7—2|V(p|27 pl(xafvT) = ZTV([) : 5
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Idées de preuve

Par intégration par parties

1
| = Apvl|7. > ( (éPZQ + [P, Pl]) v,v) ( (uP3 + iT[Py, Py]) U,’U)L2

T
Le symbole principal de uP3 + i7[Ps, P;] est donné par
m(z,&,7) = ppa(w,€,7)° + 7{pa, ;1 } (@, &, 7).
But : construire un poids ¢ tel que m(z,&,7) > 0.
Condition de sous-ellipticitié de Hérmander :

pQ(l’,f,T) :pl(xa§77-) =0= {vapl}(x7§7T) > 0.

e Positivité du crochet sur la variété caractéristique
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© Inégalités de Carleman

o Cadre singulier




Probléme polygonal

o
0, o3 du=0
u=20 u=0

o

w=0 0

o,u=20

o0y
O,u=20

F1GURE — Un exemple de polygone avec une interface brisée S.

On considére 'opérateur
T =—diva(z)V

avec a(x) fonction positive constante par morceaux.
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Réduction locale en coordonées polaires

92
0 R .
Localement prés d’un coin :

1

S T=-0%— o _ — divg b(0) Vg
roor

et L?(Q) devient L?($2, rdrd0)

v = 7‘1/2’11,.

0
On diagonalise —Ay selon une base de Hilbert (e, vx), vx > 0,

1
_ 2
Tk; = _87” + (Vk; — Z)r_Q
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Réduction locale en coordonées polaires

92
0 Localement prés d’un coin :
0 1
S T=-0>-"— = divgb(0)Vy
L S

et L?(Q) devient L?($2, rdrd0)

1/2

v=r u.

0
On diagonalise —Ay selon une base de Hilbert (e, vx), vx > 0,

1\ 1
_ 2
Tk; = _87” + (Vk;— Z)r_Q

Lemme (Inégalité de Hardy en dimension un)
Soit R > 0. Il existe C > 0 telle que pour tout z € Hy (0, R).

R R 1 |Z|2
2 72
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Carleman uniforme pour 'opérateur T}, — o

o T}, =-0+ (v —H&

4/ r2

e Vancostenoble-Zuazua (08), Ervedoza (08)
e Choix de la fonction poids ¢(r) = r?

Théoréme (B. 17)
Pour v, = 0. 11 existe C > 0 tel que

" 2 1 |Z|2 3 " 202 " 2\ (2
T/ eﬂp <|8TZ| + (l/k; — *) T) + 7 / eT‘prr |Z| S C/ eT‘p|(Tk — O )Z| 5
0 4/ r 0 0

pour tout T > 1, pour tout o > 1, et pour tout z € Hi (0, R).

Remarque :

@ Perte d’une dérivée entiére!
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Idées de preuve

Comme dans le cas classique, on écrit :

Tk,(p O’ = eT“’(Tk — 0'2)6 e

=15 — o? + 17
Dans ce cadre, (1) = r2 fournit un crochet strictement positif :
{to — o, t1} = {ta,t1} > 0

et donc

(T = 0?)2ll3e = (T2 = 0?)2llFe + [1Trz 172 + (il Tz 2)

> (i[TQ,Tl]z,z>
L2

> C|ll”
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L’opérateur augmenté

Il faut considérer 'opérateur augmenté

1.1
_ 2 2
Pk = _83 — 6r + (Vk — 4_1)_7‘2

Difficultés :
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L’opérateur augmenté

Il faut considérer 'opérateur augmenté

1.1
_ 2 2
Pk = _83 — 6r + (Vk — 4_1)_7‘2

Difficultés :

o dimension supérieure
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L’opérateur augmenté

Il faut considérer 'opérateur augmenté

1.1
_ 2 2
Pk = 783 — ar + (Vk — 4_1)_7“2

Difficultés :
o dimension supérieure

e construction du poids de Carleman et obtention d’une bonne inégalité
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L’opérateur augmenté

Il faut considérer 'opérateur augmenté

1.1
_ 92 2
Pk;—*as _ar—’_(yk_é_l)r_z
Difficultés :
o dimension supérieure
e construction du poids de Carleman et obtention d’une bonne inégalité

On prend le poids singulier anisotrope

72/342

gD(ZC,S,T):T(EQ— v

o 72/3 dans la direction de s — lié a la perte de dérivée entiére en .
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Idées de preuve

Contrairement au cas précédent, on utilise vraiment une certaine forme de
sous-ellipticité (au moins formellement).

2/3 .2
o(z,8,7) = T2% — L
v
On écrit
Pyp = €7 Pre” ¥
= Q3+ Q3 +1(Q7 + QF)
et on a
{QQ7q1}: {q;,q%‘} =+ {qga(ﬁg}
— —
>0 <0

(de l’ordre de 72) (de l’ordre de 72)
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Idées de preuve

Contrairement au cas précédent, on utilise vraiment une certaine forme de
sous-ellipticité (au moins formellement).

2/3 2
o(z,8,7) = T2% — L
124
On écrit
Pk,<p = e"P Pe %
= Q35 + Q5 +1i(QT + @7)
et on a
{1} = {e, ¢} + {64}
—— —
>0 <0

(de l’ordre de 72) (de l’ordre de 72)

Les deux direction x et s sont reliées sur la variété caractéristique.
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Inégalité spectrale

Soit € un polygone borné de R2.

Théoréme (B. 17)

Soit w C Q un ouvert de 2. Alors, il existe C > 0 tels que pour tout
(a;) € 2(N),

Z |a/j|2 < C@CA3/4+ / ‘ Z aj¢j|2, A > 1.
w

A <A A, <A

@ controéle & zéro pour ’équation de la chaleur associée.
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Cadre d’'un opérateur avec potentiel en carré inverse

Les méthodes précédentes se transposent. Ici,  est un ouvert de R%, d > 3.

|2

“Au—HFou= f dans Q
=0 sur 0f)

Uloq

(d-2)2
<)

pour pp < pt =

e Vasquez-Zuazua (99) (Etude du probléme direct)

e Vancostenoble-Zuazua (08), Ervedoza (08) (Controle a zéro de la chaleur)

e Vancostenoble-Zuazua (09) (Controle des ondes)
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Cadre d’'un opérateur qui dégénére au bord

Pour Q = (0,1), et P = —0,2%05.

e Cannarsa-Martinez-Vancostenoble ((05) ... (18)) (Controle a zéro de la

chaleur),

o Gueye, Moyano, Alabau-Boussouira, ...

Théoréme (B., Phung - 18)

Soit w C Q un ouvert de Q. Alors, il existe C > 0 tels que pour tout
(aj) € ZZ(N)f

Z |aj|2 S CGCA3/4+ / ‘ Z aj¢j|2, A > 1.

Aj<A woN<A
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Conclusion

Résultats obtenus :
¢ Stabilisation logarithmique de I’équation des ondes amorties sur des
polygones en présence de

e conditions mixtes Dirichlet-Neumann

o interfaces (lignes brisées) qui rencontrent le bord

o interfaces (lignes brisées) qui se croisent
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Conclusion

Reésultats obtenus :
¢ Stabilisation logarithmique de I’équation des ondes amorties sur des
polygones en présence de

e conditions mixtes Dirichlet-Neumann

o interfaces (lignes brisées) qui rencontrent le bord

o interfaces (lignes brisées) qui se croisent

o Inégalités spectrales de type Lebeau-Robbiano sur des polygones, pour des
opérateurs avec potentiels en carrés inverses, pour des opérateurs qui
dégénérent

e controdle a zéro de la chaleur

o stabilisation en temps fini de la chaleur
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