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Introduction

Introduction : modélisation des vagues de faible amplitude
Modélisation

» Fluide incompressible, irrotationnel N
» Surface libre : 7 avec A = max 7(t, x) n(t, z)
t,x

' A
» Hauteur de I'eau au repos : H /\/

» wy vitesse du fluide a la hauteur OH pour
0<6<1 ’I—» """"""""" — Yem 7
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Introduction

Introduction : modélisation des vagues de faible amplitude

Modélisation
» Fluide incompressible, irrotationnel

» Surface libre : 7 avec A = max 7(t, x) n(t, x) S
tx e e A e = ——— = . L -
» Hauteur de I'eau au repos : H /\/

» wy vitesse du fluide a la hauteur 6H pour H we
,,.,,{, —Wo_

0<g<1 - lort

Hypothéses des faibles amplitudes en eau peu profonde
e Paramétre de faible non linéarité ¢ = A/H < 1

e Paramétre de faible profondeur = H*/\* < 1

e Hypothese de Boussinesq € ~ p
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Introduction

Introduction : modélisation des vagues de faible amplitude

Modélisation
» Fluide incompressible, irrotationnel

» Surface libre : 7 avec A = max 7(t, x) n(t, x) S
tx e e A e = ——— = . L -
» Hauteur de I'eau au repos : H /\/

» wy vitesse du fluide a la hauteur 6H pour H we
,,.,,{, —Wo_

0<g<1 - lort

Hypothéses des faibles amplitudes en eau peu profonde
e=A/H<1 pu=H/N<1 ecrp

En négligeant les termes en O(¢?) [Bona, Chen, Saut '02] obtiennent le systéme abcd

Den) — ubgd20em + D wo + agudiwe + dx(nwe) = 0, 1
Wg) avec ag + by +co+dyp = =.

Dewy — 1130w + Dxn) + coudin + €dx ( > )= 0, 3
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Introduction

Introduction : modélisation des vagues de faible amplitude

Modélisation
» Fluide incompressible, irrotationnel

» Surface libre : 1 avec A = max 7(t, x) n(t, ) >
tx e e A e = ——— = . L -
» Hauteur de I'eau au repos : H /\/

» wy vitesse du fluide a la hauteur OH pour H we
,,.,,{, e

0<g<1 - lort

Hypothéses des faibles amplitudes en eau peu profonde
e=A/H<1 pu=H/N<1 ecrp

En négligeant les termes en O(¢?) [Bona, Chen, Saut '02] obtiennent le systéme abcd

e — by B3 0em + Dwo + apudiwe + €dx(nwy) = 0,

1
Wg) 0 avecao+bo+co+d0:§~
2

)

Dewp — pde 0z 0:we + Ok + copdin + €0x (

[Lannes '13] En supposant la propagation unilatérale, nous pouvons déduire du systéme
abcd I'équation de Korteweg-de Vries
2
u

Ot + €0x <2> + pdiu=0.
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1. Probléeme de Cauchy et régularité

Nous considérons le probleme de Cauchy suivant

U2 3
O + Oy <7> &2u=0, (t,x) €0, T] x R, (Kav)

ult:O(X) = UO(X)? x € R.
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1. Probléeme de Cauchy et régularité

Nous considérons le probleme de Cauchy suivant

U2 3
Oru+ Oy | — Ou=0, t,x) €0, T] x R,
t (2> e (KaV)
u|r:o(x) = UO(X), x € R.

Théoreme ([Bourgain '93], [Kenig, Ponce, Vega '93])

@ Soit s > 0 et up € H°(R), alors il existe une unique solution globale u telle que
pour tout T >0, u € ([0, T], H*).

@ De plus, il existe ks > 0 et Cs > 0, tels que, pour tout T > 0

» supyo, 7 [lu(t)|[ms < Cse®™ T [|uol s,

([ Oxull 12 (g0, 77, L0 () < C3/46K3/4THU0||H%(R)7 sis> 3.

Remarque : En terme de régularité de up, ce n'est pas le meilleur résultat qui existe mais c'est
celui qui assure une majoration de la solution dans L*([0, T], W1>°(R)). (Par exemple

[Colliander et al. '03] ont prouvé I'existence globale dans ¢'([0, T], H*(R)) pour uy € H*(R) avec
s> —3/4).
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Equation de KdV : non linéarité et dispersion Schéma numérique utilisé

2. Schéma numérique utilisé

Etat de I'art : convergence pour |'équation de KdV
@ Schémas aux différences finies :
> [Zabusky, Kruskal '65] : stabilité formelle,

> [Vliegenthart '71] : justification rigoureuse de la condition de stabilité (sans
estimation de convergence),

» [Winther '80] : estimations d’énergie (pour une donnée trés réguliére),

» [Holden, Koley, Risebro '15] : convergence sous condition de
Courant-Friedrichs-Lewy forte (par la suite, condition CFL), sans estimation
d’ordre de convergence.

@ Autres méthodes numériques :

» Schémas symplectiques basés sur des différences finies compactes [Kanazawa,
Matsuo, Yaguchi '12] ...

> Schémas de splitting [Holden, Karlsen, Risebro, Tao '11], [Holden, Lubich,
Risebro, '13] ...

» Méthodes spectrales [Nouri, Sloan "89] ...
» Eléments finis/méthode de Galerkin [Bona, Chen, Karakashian, Xing '13] ...
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Equation de KdV : non linéarité et dispersion [T ERIIT AT TSI (£

2. Schéma numérique utilisé

Notations : Schéma numérique
o Opérateurs discrets :

n

V! vl viig — v v-"+1 —vi
D*(V)Jr] = k AXJ ) D+(V)_7 = ! ! b DC(V)Jn = ! 2AXJ *

a V=2V v .
;= #’ D:D.D-(v); =

n n n n
Vita — 3V + 3V — vita

D+ D_ (V) AX3

@ Schéma numérique :
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Equation de KdV : non linéarité et dispersion [RISIENERNT IS IRE

2. Schéma numérique utilisé
Notations : Schéma numérique
o Opérateurs discrets :

n

v — v! v, — V] v, — V!
D (v)'=2 3971 py)yr=232 G p (=L -1
(V) 9 +(V) ) (V)J 2Ax

n n n n n n n
Vit — 2V + ity vive — 3V +3v" — vily

D+D_ (V)Jn = T, D+D+D_ (V)j = AX3
@ Schéma numérique : V(n,j) € [0, N] x Z,
vy v2\"
J J n+1
T + DC <2>J + €D+D+D_ (V)J
n A n
+(1-0)D.DD_(v)] = %D+D, (V)
0 1 Xj+1
i = Ax uo(y)dy-

— Schéma de Rusanov pour la partie non linéaire (équation de Burgers)
— 0-Schéma a droite pour la partie dispersive (équation d'Airy)
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Equation de KdV : non linéarité et dispersion [RISIENERNT IS IRE

2. Schéma numérique utilisé

Notations : Erreur de convergence

@ Objectif : Etudier le taux de convergence du schéma aux différences finies

o Définition : L'erreur de convergence est définie par : V(n,j) € [0, N] x Z,
avec N = | ;|
el = v —u(t", x;),

ol U(t, x) = xix; ft fxf“ (s, y)dyds.

o Espace fonctionnel discret : Nous étudions la convergence dans |'espace
discret °°([0, N],¢3(Z)), dont la norme est

||e\|zoc42 = sup |[le" Hﬁ = sup
nef0,N] ne[0,N]

> Axlerf?.

JET

o Définition : Le taux de convergence est le réel a tel que [[e[[jz < CAX.

Clémentine Courtés (IRMA, Strasbourg) Analyse numérique pour KdV et le systéme abcd JEF2018, le 23 mars 2018 9 /25



Ordre de convergence pour I'équation de KdV

o Ordre de convergence pour |'équation de KdV

@ Convergence pour up € H*(R) avec s > 2
@ Preuve : les grandes étapes
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1. Convergence pour up € H*(R) avec s > 3

Théoreme ([C., Lagoutiere, Rousset])

Pour tout T > 0 et up € H*(R), s > 2, choisissons 7 tel que sup |[u(t,-)||om) < T
te[0,T]

Soit B €]0,1[ et 6 € [0,1], il existe wo > 0 tel que, pour tout At et Ax < wp tels que

4(1 — 26)£ <1-5 si§ < =, (CFL dispersive),

. (CFL hyperbolique),

NI = 0] =

At .
{T—&—Z}A <1—p5 si ) >

alors, I'erreur de convergence est majorée par

@sis>6
sup He lle < C(T, [uol|re()) Ax,
nefo,N

@ s5i3<s<6
sup ||e ez < C(T, [[uo] s () AxE,
ne[o,N

7 8
®sigss<3 sup eIl < (T, o] () ) AX T2
nefo,N
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Ordre de convergence pour I'équation de KdV ESEIEEER AT NS Hs(]R) avec s > %

Ordre de convergence en fonction de la régularité de
Sobolev

rate of convergence
o
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Figure: Ordre de convergence en fonction de la régularité de la donnée initiale
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Ordre de convergence pour I'équation de KdV ESEIEEER AT NS Hs(]R) avec s > %

Résultats numériques

o Parameétres :
» Schéma implicite ¢ = 1, (condition CFL de type hyperbolique),

» Une donnée initiale périodique sur [0, L] avec L=50et T = 0.1,

» Nombre de mailles en espace J € [1600, 3200, 6400, 12800, 25600, 51200].

o Calcul de I'erreur numérique :
_ |Og (E_j) — |0g(E2J)
log(2) ’

ol E; correspond a I'erreur (> ([0, N], (4 (Z)) entre la solution calculée
avec J mailles en espace et la solution | exacte.

calculée avec 2J mailles en espace.
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Ordre de convergence pour I'équation de KdV ESEIEEER AT NS Hs(]R) avec s > %

Résultats numériques : up € H°(R) avec 0 <'s

Fonction dans H*(RR) Fonction dans H*(R)
avec s < 1 (fonction indicatrice)
erreur ordre erreur ordre
£°°(0, T, €3(Z)) numérique £°°(0, T, €3 (Z)) | numérique
1,0567.10~ 2 4,6454.10°
9,8843.1073 0.0964 2,8109.1073 0.72476
9,2992.10~3 0.0880 1,7147.1073 0.71307 ) .
8,7490.1073 0.0879 1,0892.1073 0.65474 g o
8,2289.1073 0.0885 6,8793.10* 0.66290 g
7,7468.1073 0.0871 4,3185.10~* 0.67172 § ool il

10 numerical slope= 0.087948 numerical slope= 0.67225

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
©

# Sobolev regularty of uy
105 obolev regularity of u,

=
2
2

Ordre en fonction de la régularité

S
error L¥(0,T.L2
©

error L¥(0,T L

10 102 10° 102
Ax Ax

Ordre conjecturé : 0.0833 Ordre théorique : 0.6667
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2. Preuve : les grandes étapes : uy € H°(R) avec s > 6
; ; Ag =1+ 0AtD,. D, D_
@ Etape 1 Equation vérifiée par I'erreur numérique :

Aol = A g€l — AtD, (;) | AD.(Te)] + 5D, D (e)] — Ate]
J

o Etape 2 Consistance :

o Etape 3 Stabilité :
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Ordre de convergence pour I'équation de KdV Preuve : les grandes étapes

2. Preuve : les grandes étapes : uy € H*(R) avec s > 6
A() = /+ 9AtD+D+D_

o Etape 1 Equatlon vérifiée par I’erreur numérique :
Age™ = A g€l — AtD, ( ) — AtD.(Te)! + TAALD, D _(e)? — Ate!
J

o Etape 2 Consistance : Par des DL de Taylor : ||6"||£oo(gzA < Ce(T, ||uol|pe ) Ax

Si besoin on régularise ug par produit de convolution avec une suite régularisante.

o Etape 3 Stabilité :
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Ordre de convergence pour I'équation de KdV Preuve : les grandes étapes

2. Preuve : les grandes étapes : uy € H*(R) avec s > 6
./4() = /+ 9AtD+D+D_

o Etape 1 Equatlon vérifiée par I’erreur numérique :
Age™ = A g€l — AtD, ( ) — AtD.(Te)! + TAALD, D _(e)? — Ate!
J

o Etape 2 Consistance : Par des DL de Taylor : ||6”||£oo(gzA < Ce(T, ||uol|pe ) Ax

Si besoin on régularise ug par produit de convolution avec une suite régularisante.

o Etape 3 Stabilité : Se ramener 3 une inégalité de type fort-faible discréte
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3. Preuve : les grandes étapes : uy € H°(R) avec s > 6

Inégalité de type fort-faible

Unicité fort-faible [Dafermos '79, DiPerna '79]

vt e [0, T], [lu(t) — @(t)l|izmy < C(I10xbl|1oe))||uo — To|| 2wy,
avec e u : une solution entropique faible
e i : la solution réguliere forte

But : obtenir une version discrete

vt = a2 = 11e" s < CUID(@) e )€ + ALl
avec o u : remplacée par (v/')(n, )
e i : remplacée par U
ances, Mathis, Seguin
[Cances, Mathis, Seguin '12]

» Preuve (cas continu) : Soit (7, g) un couple entropie/flux d’entropie, on définit I'entropie
relative 7(.|.) et le flux d’entropie relative ¥(.,.) par

n(ult) = n(u) —n(@) = Vun(@)(v — ), | 9 (u,0) = g(u) — g(t) — Vun(@)(f(u) — £()).

2
Dans le cas de I'équation de Burgers, f(u) = %

.
»Par exemple, no(u) = v? = no(ul@t) = (u — 0)?
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2. Preuve : les grandes étapes : uy € H°(R) avec s > 6
A() — I+ 0AtD+ D+D_

@ Etape 1 Equation vérifiée par I'erreur numérique :
g€l = Ay gyl — AtD, (;) — AtD.(Te)! + TAAID, D _(e)7 — Ate!
J

@ Etape 2 Consistance : Par des DL de Taylor : ||e"||£m£zA < Ce(T, ||uol| e ) Ax

Si besoin on régularise ug par produit de convolution avec une suite régularisante.

@ Etape 3 Stabilité : Se ramener 3 une inégalité de type fort-faible discréte.
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Ordre de convergence pour I'équation de KdV Preuve : les grandes étapes

2. Preuve : les grandes étapes : uy € H°(R) avec s > 6
Ay =1+ 0AtD. D, D_

@ Etape 1 Equation vérifiée par I'erreur numérique :
g€l = Ay gyl — AtD, (;) — AtD.(Te)! + T2ALD, D_(e)! — Ate!
J

@ Etape 2 Consistance : Par des DL de Taylor : ||e"||gmgzA < Ce(T, ||uol| e ) Ax
Si besoin on régularise ug par produit de convolution avec une suite régularisante.
@ Etape 3 Stabilité : Se ramener 3 une inégalité de type fort-faible discréte.

Par des intégrations par parties discrétes on obtient (contrdle des termes résiduels grace aux conditions
CFL et a la condition sur )

|[Ase™ |7, < || Ave" ; (1+atllel e+ ALIDy @) [le ) + AL
A

1_ N ..
Hypothése de récurrence : ||e”|[,00 < Ax2~ 7. D'aprés le lemme de Grénwall, on a

.
lle "HH <exp T+/ [[Oxu(s, Moo ds | T sup pr\lfz
0 pe[0,n]

T 3
> L'intégrale j;) [[0xu(s, .)|| o ds est contrdlée par up € H7 (R).
1_ . . A , N
> Il faut vérifier que |[e""!|[;00 < Ax2 ™7 pour finir le raisonnement par récurrence, c'est  cette

étape que nous devons distinguer les cas % <s<3et3<s<6.
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Analyse numérique du systéme abcd

9 Analyse numérique du systéeme abcd
@ Le systeme continu

@ Convergence du schéma numérique

le probleme de Cauchy
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1. Le systéme continu : le probleme de Cauchy
Le probleme de Cauchy est le suivant
den — b0 + B w + adiw + dx(nw) = 0,
2
Aew — dO2Aew + Ben + i + Oy (‘%
(1, w)le=o(x) = (10, wo)(x),
aveca+b+c+d= _%,

> =0, Y(t,x)€[0,T]xR, (abcd)

Vx € R.
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Le systéme continu : le probléme de Cauchy
1. Le systéme continu : le probleme de Cauchy
Le probleme de Cauchy est le suivant

den — b0 + B w + adiw + dx(nw) = 0,
w
2
(1, w)le=o(x) = (10, wo)(x), Vx € R.
aveca+b+c+d= %

Théoreme ([Bona, Chen, Saut, '02], [Linares, Pilod, Saut '12])

Le systeme abcd est linéairement bien posé dans les deux cas suivants : si
a<0,c<0,b>0,d>00ua=c>0,b>0,d>0.

Dew — dafatw+axn+cain+ax< > =0, V(t,x)e[0,T] xR, (abcd)
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Analyse numérique du systéme abcd Le systéme continu : le probléme de Cauchy

1. Le systéme continu : le probleme de Cauchy

Le probleme de Cauchy est le suivant
orm — bafam + Ow + ad3w + Ox(nw) =0,
w
2
(1, w)|e=0(x) = (10, wo)(x), Vx € R.
Théoreme ([Burtea, '16])
o Si (’I]o, Wo) € H* x HSZ(R) etsia<0,c<0,b>0,d>0 (en excluant certains cas), alors il
existe un temps T = T (no, wo) et une unique solution (1, w) € %([0, T], H x H*(R))

au probléme de Cauchy (abcd).
e De plus, I'énergie £ suivante est conservée : il existe F telle que

sup E(n(t), w(t)) < F (E(m0, wo))

te[0,T]

oir [E(n, w)I* = [nl[2 + (b — )|Bnllfz + (—c)blIOZnli2 + [wllf + (d — a)l[Bxwl[}2
+(=a)d||oZw][Z.

Remarque : [Existence en temps long] Plus précisément, il est démontré dans [Burtea, '16] que si les termes

Dew — daiatw+axn+cafn+ax< > =0, V(t,x)e[0,T] xR, (abcd)

dispersifs et non linéaires sont d’ordre € dans le systéme (abcd) alors le temps T (temps d'existence des
solutions) est d’ordre O (é)
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AGEIVES IS TR ISR R LTe Bl Convergence du schéma numérique

2. Convergence du schéma numérique

@ Schéma numérique général

n+1 n
noo =N +
(I = bDy D) F—— + 0D(w)[™" + (1 — 0)De(w)! + 20D, D_De(w)! ™" + a(1 — 0)D. D_D(w)]
n TlAX n
+De (nw)j = (1 — sgnb)——D..D_(n);,
Wn+1 —w"

(I—dD.D_) ij +0Dc(n)]™t + (1 — 0)Dc(n)] + 0D, D_D(n)]"" + c(1 — 0)Dy D_De(n)]

n

2
A
o (L) =@ - send) 222D, D_(w)".
2 ), 2 i

— Schéma de Rusanov pour la partie non linéaire,
— (-schéma centré pour la partie dispersive
Remarque : 0= 1si bd =0 et 0= % ou 1si bd # 0.
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AGEIVES IS TR ISR R LTe Bl Convergence du schéma numérique

2. Convergence du schéma numérique
On appelle ¢ et f" les deux erreurs de convergence suivantes
el =nf —ij(t",x) et 7 = w — w(t",x;), pour tout (n,j) € [0, N] x R.
Théoréme ([Burtea, C.])
bd # 0 | bd = 0 (en excluant 5 cas dont b = d = 0)
Pour tout (no, wo) € H*1(R) x H%(R), et pour tout T > 0 tel que
(n, w) € ([0, T], H: x H%) soit la solution sur [0, T] du systéme abcd avec

s>T. s> 0.
Choisissons 71 et 7, tels que

suptG[O,T]HW(tv ')”L‘x’ < min(Tlsz)'
Il existe wg > 0 tel que pour tout At < wp et Ax < wp

tels que
max [(1 — sgnb)71, (1 — sgnd)m] At < Ax

alors le schéma numérique vérifie

sup gdiscret(ena fn) < Cabcd(At+AX2) sup  Egiscret(€”, ") < Capcd Ax
ne[0,N] nefo,N]

Ol [Egiscret(€", I = 11112, +(b—)[[DselZ, +b(—)lIDD_e|Z, +11F7112, +(d — a)|D+ 7|12,
A A A A A

+d(—a)|| D D_F"|[2, .

A

v
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lllustrations numériques

Clémentine Courtés (IRMA, Strasbourg)

Analyse numérique pour KdV et le systéme abcd

Casa=—;,b=0,c=0,d=73
énergie ordre slope= 0.97061
J Ax sup  Eaiscret (€7, ") numérique
nel0,N]

640 6,2500.10 3,6218.10 1 §‘°‘
1280 | 3,1250.1072 1,9282.107* 0,9316
2560 | 1,5625.10 2 1,0036.10"* 0,9478
5120 | 7,8125.1073 5,1627.102 0,9578 02 . ‘
10240 | 3,9063.1073 2,6345.10 2 0, 9672 T Ak ©

Ordre théorique : 1
slope= 1.0005
Casa=—5,b=Ff.c=—2d=1
énergie ordre
J Ax sup  Eaiscret(e”, ") numérique 5
nefo,N] g‘o
640 | 6,2500.10 2 2,2786.10~ 2
1280 | 3,1250.1072 1,1261.102 1,0169
2560 | 1,5625.1072 5,6130.103 1,0043 10° e o
5120 | 7,8125.1073 2,8479.1073 0, 9789 AX
Ordre théorique : 1

JEF2018, le 23 mars 2018
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Conclusion

Conclusion et perspectives

@ Conclusion
> Nous avons trouvé une méthode pour étudier a la fois le terme non linéaire et
le terme dispersif de KdV et du systéme abcd.
» Nous avons quantifié I'ordre de convergence par rapport a la régularité de
Sobolev de la donnée initiale dans le cas de I'équation de KdV.

o Perspectives
» Déterminer un schéma numérique pour un systeme abcd avec des termes non
linéaires et dispersifs d’ordre ¢ et étudier sa convergence.
[La difficulté serait alors de trouver des majorations uniformes en ¢, pour ne pas avoir un ordre de

convergence en 2X].
<
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Conclusion

Mercs pour volre attention
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