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Un:o = (Ug,u1) € H = H' (RN) X Lz(RN)a
oud= (U7 6tu). ]
Léquation est localement bien posée dans # = H' x L? [Ginibre et

Velo, 90’s] : existence d’une solution u définie sur un intervalle
maximal d’existence (T_(u), T4 (u)).

Lénergie
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Transformations de I'équation

Si u est une solution, A > 0, xg € RN, R € On(R), 19,11 € {#1}, alors

_ W ut R(x — xo)
V(tux)_)\lgl_.lu()\ ) )\

est aussi solution. De plus :
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Transformations de I'équation

Si u est une solution, A > 0, xg € RN, R € On(R), 19,11 € {#1}, alors

v(t,x) = U<L1t FKX—XO))

)\g—1 A A

est aussi solution. De plus :

E() = E(V), [V(0)llx = 6(0)ll2, T (v) = ATy (u).
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Transformations de I'équation

Si u est une solution, A > 0, xg € RN, R € On(R), 19,11 € {#1}, alors

v(t,x) = U<L1t FKX—XO))

)\g—1 A A

est aussi solution. De plus :
E(t) = E(v), [V(0)llx = ld@)lls; T+(v) = AT,(u).
SipcRNVetp=|p| <1,
Up(tv X)
=u & _ t +l 17_1 p-x p_|_x
VIZPR\ V1-p2 PPV PP
est aussi solution (transformée de Lorentz de u).
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Explosions EDO et de Type |

Les solutions de y” = |y|ﬁy explosent toutes en temps fini sauf
y=0et+yr(t)ou

wrio = (M 2))%2 o
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Explosions EDO et de Type |

Les solutions de y” = |y]ﬁy explosent toutes en temps fini sauf
y=0et+yr(t)ou

i = (M 2))%2 o

Par vitesse finie de propagation, constructions de solutions t.q.

I G(t)|ly = +oo.
H'TT(u)” ()]l 00

(Explosion de type 1)

@ Indications numériques que les solutions explosives génériques

se comportent comme yr, (t) quand t — T : [Bizon Chmaj Tabor
04].
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Solutions stationnaires
Solutions stationnaires :
~AQ=Q|"2Q, Qe H'(RN).
“Unique” solution radiale (état fondamental) :
1

W= —
(1+N(',’(,—'f2)>2
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Solutions stationnaires
Solutions stationnaires :
~AQ=Q|"2Q, Qe H'(RN).
“Unique” solution radiale (état fondamental) :
1

(14 i)

Existence de solutions d’énergie arbitrairement grande : [W.Y. Ding
1986], [Del Pino, Musso, Pacard, Pistoia 2013].

W =

Thomas Duyckaerts ( LAGA, Université Paris Ondes critiques 21/03/2018 8/23



Solutions stationnaires
Solutions stationnaires :
~AQ=Q|"2Q, Qe H'(RN).
“Unique” solution radiale (état fondamental) :
1

(14 i)

Existence de solutions d’énergie arbitrairement grande : [W.Y. Ding
1986], [Del Pino, Musso, Pacard, Pistoia 2013].
Ondes solitaires ou solitons :, p=|p| < 1:

Qp(t,x) = Qp(0, x — tp).

W =
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Comportement linéaire

u diffuse vers une solution linéaire (scatters en anglais) quand
T, (u) = +oo et il existe v, solution de (LW) telle que

lim 1G(t) — i (8) 5 = 0

t—+o0
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Comportement linéaire

u diffuse vers une solution linéaire (scatters en anglais) quand
T, (u) = +oo et il existe v, solution de (LW) telle que

JlimJd(t) — Vi (8) 5 = O

Toutes les solutions diffusent dans le cas défocalisant : [Grillakis 90,
92], [Shatah Struwe, 93, 94], [Kapitanski 94], [Ginibre Velo 95],
[Nakanishi 95], [Bahouri Shatah 98], [Bahouri Gérard 99], [Tao 06]
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Comportement linéaire

u diffuse vers une solution linéaire (scatters en anglais) quand
T, (u) = +oo et il existe v, solution de (LW) telle que

t_':Too |a(t) — vi(t)|lx =0

Toutes les solutions diffusent dans le cas défocalisant : [Grillakis 90,
92], [Shatah Struwe, 93, 94], [Kapitanski 94], [Ginibre Velo 95],
[Nakanishi 95], [Bahouri Shatah 98], [Bahouri Gérard 99], [Tao 06]
Dans le cas focalisant :

@ Données initiales petites = Scattering.
@ Existence d’opérateur d’ondes.
@ Le scattering est stable.
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Scattering petite donnée optimal

On rappelle

[Kenig Merle 2008] On considere

Q |l(wo, )5, < 3 [IVWP.
Q E(up, ur) < E(W,0) et [ |Vupl2 < [|VW]2.
Q sup; (IVu(t)|Z, + Fllow(t)]Z) < [IVW.

©Q u est globale et diffuse vers une solution linéaire.
Alors (1)=(2)—(3)—=(4).
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Solutions globales non-linéaires

Existence de solutions globales de la forme :

oo 1 X i ~
u(t)_<>\(t)N22W<)\(t)>,O>+vL(t)+o(1), t — +o0,

ou v, est une petite solution de I'équation linéaire (LW).
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ou v, est une petite solution de I'équation linéaire (LW).
@ \(t) = 1 [Krieger Schlag 2007].
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Solutions globales non-linéaires

Existence de solutions globales de la forme :

oo 1 X i ~
u(t)_<>\(t)N22W<)\(t)>,O>+VL(t)+o(1), t — +o0,

ou v, est une petite solution de I'équation linéaire (LW).
@ \(t) = 1 [Krieger Schlag 2007].
@ \(t) =t% a € R, a petit [Donninger Krieger 2013]
@ Dynamique instable : les données initiales correspondent sont

dans une sous-variété de codimension 1 de H [Krieger Nakanishi
Schlag 2014].

@ Questions ouvertes : existence solutions avec d’autres profils
stationnaires que W ? Quels sont les v, (t) admissibles ?
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Explosion de type Il

Solutions telles que T, < o et

limsup ||d(t)]|x < oo.
t— +
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Explosion de type |l
Solutions telles que T, < oo et

limsup ||d(t)]|x < oo.
t— +

Exemples connus :

- 1 .
u(t) = ()\(t)NQ_Z w ()\(t)) ,0) +(vo,v1), t— T,

ou (vo, vq) € H, et

@ N=3,\(t) =(T+ — H)*, a > 1 [Krieger Schlag Tataru 2009],
[Krieger Schlag 2014] (instabilité [Krieger Nahas 2013]).
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Explosion de type |l
Solutions telles que T, < oo et

limsup ||d(t)]|x < oo.
t— +

Exemples connus :

- 1 .
u(t) = ()\(t)NQ_Z w ()\(t)) ,0) +(vo,v1), t— T,

ou (vo, vq) € H, et

@ N=3,\(t) =(T+ — H)*, a > 1 [Krieger Schlag Tataru 2009],
[Krieger Schlag 2014] (instabilité [Krieger Nahas 2013]).

@ N=5X\t)=(T+ — % a>9,[Jendrej 2015].

o N=4,\t)~ (T, — t)e VIelT+=Dl (v vy) de classe C®
[Hillairet Raphaél 2012].

@ N=5,\(t) ~ (T, — t)*, pour toute donnée réguliére (vo, v) telle
que vp(0) > 0 [Jendrej 2015].
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Multi-solitons

Existence d’une solution u telle que T, = +oc et

G(t, x) = <W(x) + A(l)zw ()\)((t)) ,o) +o(1), t— oo,

ou N =6, \(t) = \/4/5e~V5/4 [Jendrej 2016].
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Multi-solitons

Existence d’une solution u telle que T, = +oc et

G(t, x) = <W(x) + A(l)zw ()\)((t)) ,o) +o(1), t— oo,

ou N = 6, \(t) = \/4/5e~ V¥4 [Jendrej 2016].
Existence de solutions u telles que T; = +co et
J Lj I X—X
= _ i W — X
u(t, x) = Z —%ij <)\j, A,-) +0(1), t— +o0,
j=1 )\j
ol N =5, € {£1},); >0, x; € R |p;| < 1 (colinéaire si J > 3) et

j # k = pj # P
[Martel Merle 2015].
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Multi-solitons

Existence d’une solution u telle que T, = +oc et
1 X

u(t,x) = <W(x) - WW ()\(t)) ,0) +o0(1), t— +oo,

ou N = 6, \(t) = \/4/5e~ V¥4 [Jendrej 2016].
Existence de solutions u telles que T, = +oo et

J
, Co (X=X
u(t, x) = L—/aij < ./>+o(1), t — +oo0,

ou N=5,4 € {£1}, N, >0, x; € R%, |pj| < 1 (colinéaire si J > 3) et

j # k= pj # Pr-
[Martel Merle 2015].
Questions ouvertes : explosion en temps fini avec plusieurs profils,
contraintes sur les paramétres [Jendrej], existences de solutions avec
d’autres profils que W.

Thomas Duyckaerts ( LAGA, Université Paris Ondes critiques 21/03/2018 14/23



Outline

e Résolution en soliton
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Existence du terme de radiation

Théoréme. [TD Kenig Merle 2013,2016] Soit u une solution non
scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||U(t)|lx < oo.
t—o0

Alors il existe une solution v, de (LW) telle que

VAeR, lim / [Vix(u—vy)|?dx = 0.
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scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||U(t)||x < oo
t—o0

Alors il existe une solution v, de (LW) telle que
VAeR, lim / [Vix(u—vy)|?dx = 0.

@ Preuve assez simple dans le cas radial : les solutions localisées
au voisinage de |x| = t sont essentiellement linéaires.
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Existence du terme de radiation

Théoréme. [TD Kenig Merle 2013,2016] Soit u une solution non
scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||U(t)||x < oo
t—o0

Alors il existe une solution v, de (LW) telle que

VAeR, lim / [Vix(u—vy)|?dx = 0.
x|>t-A

t—+o0

@ Preuve assez simple dans le cas radial : les solutions localisées
au voisinage de |x| = t sont essentiellement linéaires.

@ Dans le cas non radial, il faut exclure des profils localisés au
voisinage d’'un point de la forme x = tp, |p| = 1 (utilisation
d’identités de type viriel).
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Théoréme. [TD Jia Kenig Merle, 2016] Soit u une solution non
scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||d(t)]|» < oo.
t—+o0
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Théoréme. [TD Jia Kenig Merle, 2016] Soit u une solution non
scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||d(t)]|» < oo.
t—+o0

Alors il existe tn, — +o0, J > 1, des ondes solitaires Q,{,j., j=1...4,
des parametres X; , € RN, Ai.n > 0, tels que

J
1 - h X—X
u(tn) = vi(te) + >~ @b, (A" Af") + 1
j:1 )\]nT N ;N
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Théoréme. [TD Jia Kenig Merle, 2016] Soit u une solution non
scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||d(t)]|» < oo.
t—+o0

Alors il existe t, — +oo, J > 1, des ondes solitaires Q,{,j., j=1...J,
des parametres X; , € RN, Ai.n > 0, tels que
J
u(ty) = vi(ta) + Z ﬁ(},’;f (;", X;Xjn) + Iy
j=1 )\jﬁ hn /n
(+ dévt analogue pour la dérivée en temps) ou
@ lim HF,,HH =0

n——+o00
. . Xin . Ajn
eV, lim 2 —o, lim 22 =0
n—+oo Iy n—+oo Ip
: : X0t tnPj—Xk,n—tPkl | Ajn | Akn _
o J ;é k— ||mn_>+oo i + X + N —+00.
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Théoréme. [TD Jia Kenig Merle, 2016] Soit u une solution non
scattering telle que T (u) = +oo et

limsup ||d(t)]|» < oo.
t—+o0

Alors il existe tn, — +o0, J > 1, des ondes solitaires Q,{,j., j=1...4,
des parametres X; , € RN, Ai.n > 0, tels que

J
1 - th X—X;
u(tn) = vi(th) + Z =z @ ()
: 2 ARY n Aj n
]:1 )\] n /1 /7
(+ dévt analogue pour la dérivée en temps) ou
o Jim [l =0
. . Xj .
eV, lim 2 —o, lim
n—+oo Iy n—+oo Ip
|Xj,n+tnPj— Xk, n—tn Pk | Akon
’ Ij,n + )\k,n + >\j,n - +OO
(Théoréme analogue pour les solutions explosives bornées). Cf aussi
[Hao Jia, 2015].
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Casradial, N =3

Théoreme. On suppose N = 3. Soit u une solution radiale, non
scattering, telle que T (u) = +o0.
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Casradial, N =3

Théoreme. On suppose N = 3. Soit u une solution radiale, non
scattering, telle que T, (u) = +oc. Alors il existe J > 1 et :
@ dessignes € {+£1},j=1...J,

@ des parametres \i(t), 0 < Aq(t) < Ao(t) < ... < M\y(t) < t,
tels que :
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Casradial, N =3

Théoreme. On suppose N = 3. Soit u une solution radiale, non
scattering, telle que T, (u) = +oc. Alors il existe J > 1 et :
@ dessignes € {+£1},j=1...J,

@ des parametres \i(t), 0 < Aq(t) < Ao(t) < ... < M\y(t) < t,
tels que :

J
_ bow (2
u) =i+ ; /\,-%(T) <>\j(t)) ).

ou: lim ||F(t)],, = 0.

t—+o0
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Casradial, N =3

Théoreme. On suppose N = 3. Soit u une solution radiale, non
scattering, telle que T, (u) = +oc. Alors il existe J > 1 et :
@ dessignes € {+£1},j=1...J,

@ des parametres \i(t), 0 < Aq(t) < Ao(t) < ... < M\y(t) < t,
tels que :
J
_ i X
u(t) = v (t) + Z ; w <A(t)) + r(t),
j=1 )\j (t) /

ou: lim ||F(t)|,, = 0. (Résultat analogue pour les solutions
t—+o0

explosives de type ).
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Outline

e Elements de preuve
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Equirépartition pour 'équation linéaire

Théoreme [TD, Kenig, Merle 2012]. On suppose N impair. Soit u; une
solution de I'équation des ondes linéaires. Alors :

Iim/ yvt,XuL(t,x)Fdx:/ IV exui (0, X)[2 .
X1t RN

T t—+o0
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solution.

Thomas Duyckaerts ( LAGA, Université Paris Ondes critiques 21/03/2018 20/23



Equirépartition pour 'équation linéaire

Théoreme [TD, Kenig, Merle 2012]. On suppose N impair. Soit u; une
solution de I'équation des ondes linéaires. Alors :

t—+o0
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Preuve par un argument de symétrie, utilisant I'expression de la
solution.

Faux en dimension d’espace paire [Cote, Kenig, Schlag 2014].
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Equirépartition pour 'équation linéaire

Théoreme [TD, Kenig, Merle 2012]. On suppose N impair. Soit u; une
solution de I'équation des ondes linéaires. Alors :

Iim/ yvt,XuL(t,x)Fdx:/ IV exui (0, X)[2 .
i1 R

T t—+o0

Preuve par un argument de symétrie, utilisant I'expression de la
solution.

Faux en dimension d’espace paire [Cote, Kenig, Schlag 2014].

Question : pour quelles solutions de équations (NLW) existe-t-il > 0.

vt >0ouVt <0, / Vi xu(t, x)|? dx > n?
x>t
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Borne inférieure pour (NLW)

Théoreme (petites données) [TD, Kenig, Merle 2012]. On suppose N
impair. Il existe g > 0 tel que si u est une solution de (NLW) avec :

||(U0a U‘I)HH < €0,
alors :

1
> im [ et axz 5 [ 9w 0R o
T o0 Jjxz 2 Jpy
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Borne inférieure pour (NLW)

Théoreme (petites données) [TD, Kenig, Merle 2012]. On suppose N
impair. Il existe g > 0 tel que si u est une solution de (NLW) avec :

||(U0a U‘I)HH < €0,
alors :

1
> im [ et axz 5 [ 9w 0R o
T o0 Jjxz 2 Jpy

Théoréme de rigidité [TD Kenig Merle 2012] On suppose N = 3. Soit
u une solution globale et radiale de (NLW). On suppose

Iiminf/ |Vt xu|? dx = 0.
T [Eo0 Jix|> [t

Alors u =0 ou il existe A > 0, . € {£1} tel que u(t, x) =

Thomas Duyckaerts ( LAGA, Université Paris
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Questions ouvertes

@ Résolution en soliton générales pour les ondes critiques.
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@ Résolution en soliton générales pour les ondes critiques.

@ Configurations asymptotiques possibles dans le cas des ondes
critiques ? [Jendrej 2015, Martel Merle 2017]

@ Wave maps : [Christodoulou, Tahvildar-Zadeh 1993], [Struwe
2003], [Tao 2009], [Sterbenz, Tataru 2010], [Krieger Schlag 2012],
[Cobte, Kenig, Lawrie, Schlag 2015], [Cbte 2015], [Kenig, Lawrie,
Liu, Schlag 2015], [Kenig Jia 2016] [Grinis 2017], [Duyckaerts Jia
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@ Wave maps : [Christodoulou, Tahvildar-Zadeh 1993], [Struwe
2003], [Tao 2009], [Sterbenz, Tataru 2010], [Krieger Schlag 2012],
[Cobte, Kenig, Lawrie, Schlag 2015], [Cbte 2015], [Kenig, Lawrie,
Liu, Schlag 2015], [Kenig Jia 2016] [Grinis 2017], [Duyckaerts Jia
Kenig Merle 2016], [Jendrej Lawrie 2017].

@ Résolution en soliton pour d’autres équations dispersives
non-linéaires non-complétement intégrables, et pour des données
peu réguliéres dans le cas peu intégrales. NLS L2-critique [Merle
Raphaél], gkdV [Martel Merle], Existence d’un attracteur compact
pour NLS : [Tao 2007,2008], [Tristan Roy]. Autour de I'état
fondamental pour (NLS) et Klein-Gordon : [Nakanishi Schlag].
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2003], [Tao 2009], [Sterbenz, Tataru 2010], [Krieger Schlag 2012],
[Cobte, Kenig, Lawrie, Schlag 2015], [Cbte 2015], [Kenig, Lawrie,
Liu, Schlag 2015], [Kenig Jia 2016] [Grinis 2017], [Duyckaerts Jia
Kenig Merle 2016], [Jendrej Lawrie 2017].

@ Résolution en soliton pour d’autres équations dispersives
non-linéaires non-complétement intégrables, et pour des données
peu réguliéres dans le cas peu intégrales. NLS L2-critique [Merle
Raphaél], gkdV [Martel Merle], Existence d’un attracteur compact
pour NLS : [Tao 2007,2008], [Tristan Roy]. Autour de I'état
fondamental pour (NLS) et Klein-Gordon : [Nakanishi Schlag].

@ Ondes surcritiques [Kenig Merle 2011], [Killip Visan 2011], [Collot
2015], [Krieger Schlag 2015], [TD, Roy 2017], [TD, Jianwey Yang
2017].
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Bonus : inégalité de type Morawetz

Lemme. Soit u une solution non-scattering telle que T, (u) = +oo et

lim sup [|T(8)]| < oo

t—o0

Alors il existe C > 0 tel que, pour 0 < 10t; < b,

t N u\? | dt t
au+— Vu+{(=—-1)—=] dx—<Clo ( )
/ /x|<r(t (2 )t) t t
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Bonus : inégalité de type Morawetz

Lemme. Soit u une solution non-scattering telle que T, (u) = +oo et

lim sup [|T(8)]| < oo

t—o0

Alors il existe C > 0 tel que, pour 0 < 10t; < b,

t N u\? | dt t
au+— Vu+{(=—-1)—=] dx—<Clo ( )
/ /x|<r(t (2 )t) t t

Corollaire. Il existe t, — +oo tel que

lim /lmn <8tU(tn) V() + (g’ - 1) “(;”)>2 dx = 0.
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