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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Un mot sur I'épidémiologie évolutive

e Epidémiologie : étude des interactions hdte-parasite

o Certains parasites (virus, bactéries) peuvent étre tres instables
génétiquement (forts taux de mutation).

@ L'évolution peut intervenir avant fixation du parasite dans la
population d'hétes (et donc influer sur I'épidémie)

@ = épidémiologie évolutive : couplage des échelles de temps
épidémiologique et évolutive.
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Un modele d'épidémiologie évolutive !

résident (wild type) : stratégie modérée
mutant : stratégie virulente

1. En collaboration avec G. Raoul (JDE 2016)
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Modele SIS évolutif

Pour atteindre la propagation spatiale |'épidémie, nous imposons une
structure en espace (ici, linéaire)
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Modele SIS évolutif

Prenant une limite formelle NN > 1 et h < 1, nous obtenons un systeme
d’'équations de réaction-diffusion :

P) . .
ai Uaxz + mim + Qwiw — BwSiw — BmSim
Oiw _ a ” . . .

ﬁ - 6)(12 + /BWSIW Ay lyw + ,u/(lm - IW)
Oim 3 - . . .

ﬁ = 3):2 + IBmS’m amim + M(/W - ’m)

Pour simplifier I'analyse, nous supposons que la taille de la population est
initialement constante en espace. Nous obtenons

%L;v:aa’w+rwlw(1—’w+’"’)+p( iw)
e = 038+ i (1 ) + i~ )
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Remarques

8.w — 82'w [ wt [
ﬁ—(f@)b + rwiw (1_I Im)+ﬂ( IW)

i 2} . .
U = o008 + rnin (1= i) + (i = im)

Notre systéme fait partie de la grande famille des équations de type KPP,
avec une difficulté notoire : absence de principe de comparaison.

@ o est la constante de diffusion
@ r,, ry correspondent aux taux de croissance respectifs,
e K, K, correspondent a une capacité d’accueil

@ 4 correspond a la mutation entre les types.

Nous traduisons notre hypothese biologique par les relations r,, < r, et
Ky > Km
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Fronts progressifs dans un modéle d'épidémiologie évolutive

Influe tion sur la dynamique

Forme générique du front

population

espace
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Fronts progressifs

Pour comprendre la dynamique de propagation nous nous appuyons sur une
classe de solutions particulieres appelées fronts progressifs. lls consistent
en un profile fixe glissant a vitesse constante le long de |'axe des abscisses.
Plus précisément, nous introduisons une vitesse inconnue c et un
changement de variable pour suivre un référentiel mobile :

(fw im)(t, x) = (w, m)(x — ct)
Ainsi, une solution de I'équation des fronts

—CWy — O Wy = rWW( — m) + pu(m—w)
—CMy — OMxx = ImMm <1_ W+m) +,U/(W_ )

est une solution particuliere du probléme parabolique, qui voyage a vitesse
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie

Fronts progressifs dans un modéle d'épidémiologie évolutive

Résultats principaux

—CWy — OWyy = hyW (1 — (%)) + p(m— w),

w

—CMy — OMyyx = rmm (1 — (W;mm)) + p(w — m).

(1)

Théoreme (Q.G., G. Raoul : Existence et vitesse des fronts)

Supposons rym > ry, Km < Ky. Il existe un front progressif solution de (1),
qui voyage a vitesse

c=c" = \/20 <rm+rW2u+\/(rmrw)2+4u2>
= 2m+ O;L%O(l)

De plus, c* est la vitesse minimale des fronts : il n'existe pas de profil
non-trivial voyageant a vitesse 0 < ¢ < c*.
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Résultats principaux

—CWy — O Wy = hyW (1 — (%)) + p(m— w),

—CMy — CMyy = Fmm (1 — (%mm)) + p(w — m).

(1)

Théoreme (Q.G. and G. Raoul : convergence vers KPP)

Soit (¢*, w, m) un front progressif pour (1).
Lorsque 0 < pn < Ky — 0, w converge vers u au sens L>°(R), ot u est une
solution sur-critique de I'équation de Fisher-KPP :

—ct — o = ryu (1 - KLW) ) (2)

u(x) 2 xs—o00 1, U(x) 2x5+00 0,

qui voyage a vitesse ¢ = 2\/cry, > 2\/0r,, = C.
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts progressifs dans un modeéle d'épidémiologie évolutive

Résultats principaux

Théoreme (Q.G. and G. Raoul : Propriétés qualitatives)

Le front construit (c., w, m) satisfait I'une des propriétés suivantes :

(a) w est décroissant sur R et m est croissant sur (—oo, X| puis
décroissant sur [X,0),

(b) w est croissant (—oo, X| puis décroissant sur [x,c0), et m est
décroissant sur R,

(c) w et m sont tous deux décroissants sur R.

Enfin, il existe g > 0 tel que si pu < g, la seule possibilité est le cas (a).
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Fronts progressifs dans un modéle d'épidémiologie évolutive

olution sur la dynamique spatiale d'une épidémie

Influence de I'évo

Influence de la stochasticité

Les résultats précédents ont été analysés plus en détail du point de vue de
I'épidémiologie dans un travail en collaboration avec G. Raoul et S.

Gandon, Evolution 2015.

4

Density

Space

En particulier, pour étudier I'influence de la stochasticité, nous avons
développé un algorithme de simulation basé sur I'algorithme de Gillespie
(1976) (IBM). Cet algorithme s'écrit également en 2D.
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Fronts pulsatoires

Vers une prise en compte d'un environnement variable 2

Nous considérons un espace périodique, par exemple traité avec deux types
d’'antibiotiques A et B

A B A B A B A B A B

Yiss sy

sr s 77y

717777777

type of antibiotic

777777777

space

I'une des souches est spécialiste (résistante) pour A, I'autre pour B.

2. En collaboration avec M. Alfaro (Nonlinear Analysis RWA 2018)
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts pulsatoires

Vers une prise en compte d'un environnement variable

Nous introduisons une dépendance spatiale dans les coefficients du
systéme :

{ 0 — 5P 4w (1 (x) — () (W + m)) + p(m — w)
O — G20t m (Fm(x) = Ym(x)(w + m)) + p(w — m)

ou :
@ ry(x), rm(x) sont les taux de reproduction
® Yw(x),Ym(x) représentent la force de la compétition
@ 4 est un taux de mutation

Nous supposons vy (x), Ym(x), i strictement positifs mais autorisons un
signe arbitraire pour r,(x) et rm(x).
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts pulsatoires

Etats stationnaires

Nous recherchons dans un premier temps un critére de survie pour la
population. Pour cela nous nous intéressons aux états stationnaires :

{ —Pxx = P(rw(x) = Yw(x)(p + q)) + u(q — p)
—Gxx = 4(rm(x) = Ym(x)(p + q)) + p(p — q)

Théoreme (M. Alfaro et Q.G. : Existence d'états stationnaires)
Soit A1 la valeur propre principale associée a (3).
@ Si A1 >0, il n'existe aucune solution positive non triviale pour (3)

@ Si A1 <0, il existe une solution positive non triviale pour (3)

Le point 1 est une conséquence du principe de comparaison (pour une
sur-solution exponentielle). Nous montrons le point 2 par un argument de
bifurcation globale.
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts pulsatoires

Schéma de preuve d'existence : bifurcation globale

On s'intéresse aux solutions positives de :

{ —Prx = P(rw(X)+A = W (X)(p + q)) + 1(q — p)
—Goc = G(rm(X)+A = vm(x)(p + q)) + p(p — q)

dans E = CJ, x C3,. Nous supposons A; < 0.

@ Grace a la théorie de Crandall et Rabinowitz, 1971 il existe une
branche de solutions positives (p(\, x), g(A, x)) partant de A = A1.

@ Grace au théoréme de Krein-Rutman et au PM fort, la branche
(p(A, x), (A, x)) « ne touche pas » (0,0)

@ (p(), x),g(\, x)) est localement bornée en A : elle n'explose pas

@ On peut donc suivre la branche jusqu'a A = 0 : il existe une solution
positive !
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Fronts pulsatoires

A\

@ Grace a la théorie de Crandall et Rabinowitz, 1971 il existe une
branche de solutions positives (p(\, x), (A, x)) partant de A = \;1.

@ Gréace au théoreme de Krein-Rutman et au PM fort, la branche
(p(A, x), (A, x)) « ne touche pas » (0,0)

@ (p(A, x),g(\, x)) est localement bornée en A : elle n'explose pas

@ On peut donc suivre la branche jusqu'a A = 0 : il existe une solution
positive !
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts pulsatoires

Propagation du systeme parabolique

Density

WV
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts pulsatoires

Fronts pulsatoires

Nous nous intéressons aux fronts pulsatoires [Xin, 2000] associés.
Définition

Un front pulsatoire est la donnée d'une vitesse ¢ et d'une solution de
I'équation parabolique (w, m) vérifiant pour tous t > 0,x € R :

(et (oo

avec des conditions de bord en +oco.

On peut également écrire une équation dans le référentiel mobile, mais qui
garde une dépendance en x : par le changement de variable s = x — ct,
nous obtenons (avec conditions de périodicité en x)

{ — Wiy — 2Wys — Wss — cWs = W (rw(X) — Yw(x)(w + m)) + p(x)(m — w)
—Myx — 2Mys — Mss — cMs = M (rm(x) — ym(x)(W + m)) + p(x)(w — m)
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Fronts pulsatoires

Fronts pulsatoires

Théoreme (M. Alfaro and Q.G.)
@ Si )1 >0, il n'existe aucun front pulsatoire non trivial.

@ Si A1 <0, il existe un fronts pulsatoire voyageant a vitesse positive.
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Une équation structurée en trait

Une équation nonlocale en trait 3

Dans ce travail je propose un modele qui tient compte d'une structure
phénotypique dans la population. Plus précisément, le comportement des
individus dépendent d'un certain nombre d > 0 de traits quantitatifs.

Ut = Ugx + (M xu—u) + u(a(y) — K x u)

e xeR, yeQcCR
@ a(y) est la fonction de reproduction
o Mxu=(Mxu)(t,x,y) = [,cq M(y,z)u(t,x,z)dz, ol
M := M(y, z) est un noyau de mutation. Nous supposons les

mutations pléiotropiques, c'est-a dire agissant sur tous les traits
simultanément.

e K := K(y, z) est un noyau de compétition.

3. soumis
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Influence de

évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie

Une équation structurée en trait

Fronts progressifs

Lorsque K(y,z) = k(z), un argument de séparation des variables permet
de construire des fronts progressifs.

Plus précisément, rappelons |'équation des fronts :
—cuy — Usx = p(Mxu—u) + u(a(y) — K * u)
Soit ¢ la fonction propre principale associée :
(M x =)+ o(aly) + A1) =0
avec [ k(z)p(z)dz = 1. Par I'ansatz u(x,y) = p(x)¢(y), nous obtenons

(~cpe = pecko = p(Mx 0~ ) + 0 (aly) = [ K2)o(2)o(x)de
—Cpx = Pxx = p(=A1 = p)

Quentin Griette (Université Meiji)
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Une équation structurée en trait

Fronts singuliers

Ainsi, nous avons construit un front u = pp ou

—cpx — pxx = p(—=A1 — p),

et (A1, @) est le couple valeur propre-fonction propre principal. Cette
construction est possible dés que A\; < 0, on peut alors construire des
fronts pour ¢ > ¢* := 2/—\1.

En revanche, si a est suffisamment raide au voisinage de son maximum, la
fonction propre principale ¢ peut présenter une partie « mesure

singuliere » [Coville, 2013]. Le front construit u = py peut donc avoir une
singularité « dans la variable y ».
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Une équation structurée en trait

Exemples de fonction de reproduction

Condition pour la concentration : m €Ll
En dimension 1 :
Concentration X Concentration v
T T T T T T
1 0.8 [ =
. 06} =
= | | =
\g 05 \g 04 [ ]
0.2 e
0f ! ! L 0L | ! |
-1 0 1 -1 0 1
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Exemples de fonction de reproduction

En dimension 2 :
Concentration X Concentration v

a’(yOa yl)
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Influence de I'évolution sur la dynamique spatiale d'une épidémie Une équation structurée en trait

Existence de fronts progressifs, cas général

Il est néanmoins possible de construire des fronts progressifs dans le cas ou
le noyau de compétition dépend de la variable y :

Théoreme (Q.G.)
Il existe un front progressif voyageant a la vitesse c* = 2\/—\1.

La preuve nécessite de dépasser plusieurs difficultés, dont absence d'effet
régularisant en y. En particulier, la notion de fronts utilisée est
suffisamment faible pour admettre des solutions a valeur mesure.
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Une équation structurée en trait

Merci de votre attention!
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