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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Soit Q C R? un ouvert lisse borné. Soit M () I'ensemble des
mesures de Radon sur €.

Question : Quelle est la régularité de h € H*(Q) et u € M(Q)
telles que

— Ah+ h=p dans Q, (1)

0z [(azh)2] = %Oz(h2) dans Q.7 (2)

18



Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Soit Q C R? un ouvert lisse borné. Soit M () I'ensemble des
mesures de Radon sur €.

Question : Quelle est la régularité de h € H*(Q) et u € M(Q)
telles que
— Ah+ h=p dans Q, (1)

9z [(0-h)?] = %az(/ﬁ) dans Q.7 (2)

En particulier comment est le support de 1 (courbes, ensembles de
mesure de Lebesgue 2D pleine,...) ?
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Une fonction h € H'(Q) telle que 95 [(9;h)?] = 19,(h?) est
stationnaire pour |'énergie

1
F(h) = §/Q|Vh|2+h2.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Une fonction h € HY(Q) telle que 95 [(9;h)?] = 70,(h?) est
stationnaire pour |'énergie
1
Fh) = / VH? + 2. (3)
2 Ja

Une fonction h € H'(Q) est dite stationnaire pour F si pour tout
X € CP(R?)ona:

%h:oF(h(x + tX(x))) = 0. (4)
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Le calcul (4) donne : h stationnaire si et seulement si

div(Tp) =0 dans Q (5)
ol Tj est le tenseur énergie-impulsion associé a F :
o (@R = @R+ —20ch)(0yh) )
h= —2(dxh)(Dyh)  (3xh)? — (Oyh)2 + h?) "
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Le calcul (4) donne : h stationnaire si et seulement si
div(Tp) =0 dans Q (5)
ou Tp est le tenseur énergie-impulsion associé a F :

_ (O —(0hP 1 —2(0h)(D,h)
Th( 200y (axh)2—(ayh)y2+h2>' ©)

(1) et (2) se réécrivent formellement

(=Ah+h)Vh=puVh=0 (7)
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Le calcul (4) donne : h stationnaire si et seulement si
div(Tp) =0 dans Q (5)
ou Tp est le tenseur énergie-impulsion associé a F :

_ (O —(0hP 1 —2(0h)(D,h)
Th( 200y (6xh)2—(ayh)y2+h2>' ©)

(1) et (2) se réécrivent formellement

(=Ah+h)Vh=puVh=0 (7)

Remarque : Les fonctions stationnaires pour F sont des points
critiques pour les variations internes.

Les solutions de —Ah + h = 0 sont des points critiques pour les
variations externes.
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pour F.

EXEMPLE 1 : Si h vérifie —Ah+ h = 0 alors h est stationnaire

40> «Fr « >

«E

Do
6/18



Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

EXEMPLE 1 : Si h vérifie —Ah+ h = 0 alors h est stationnaire
pour F.

EXEMPLE 2 : Soit A > 0 et h, I'unique minimiseur de

1
min{F(u);u € HH{(Q), u>1— oINE (8)
Alors h, est stationnaire pour F, h, € Cl‘fl(Q) et
—Ahy 4 he = (1 = 55)Lvh.—0p = helivh.—o) € LX(Q).

6
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

EXEMPLE 1 : Si h vérifie —Ah+ h = 0 alors h est stationnaire
pour F.

EXEMPLE 2 : Soit A > 0 et h, I'unique minimiseur de

min{F(u);u € HH{(Q), u>1— % : (8)

Alors h, est stationnaire pour F, h, € Cl‘fl(Q) et
—Ah, + by, = (1= 55)1gwh,—0y = hlivh,—o) € L=(Q).

EXEMPLE 3 : Pour (x,y) € (—1,1) x (—1,1), soit

Xsix <0

h(x,y) = ¢ X Alors h est stationnaire pour F,
e X six>0.

he Wh®(Q) et p= —2|H|H}

loc

{x=0}"

6
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Soit h € HY(Q) qui vérifie (1) et (2) alors
1) (Sandier-Serfaty '07) |V h|?
1< p< +oo.

17
est dans W, ;P (2) pour tout
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Théoreme (RR)
Soit h € HY(Q) qui vérifie (1) et (2) alors
1) (Sandier-Serfaty '07) |V h|? est dans W,i’CP(Q) pour tout
1< p<+oo.

2) supp N {|Vh| > 0} est localement H!-rectifiable. Il existe
o :supppuN{|Vh| >0} — {1} telle que

K= hl{‘Vh\ZO} + 2U(X)|Vh’insupp,uﬂ{\Vh\>0}‘ (9)
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Présentation du probleme

Théoreme (RR)
Soit h € HY(Q) qui vérifie (1) et (2) alors
1) (Sandier-Serfaty '07) |V h|? est dans W,i’cp(Q) pour tout
1< p<+oo.

2) supp N {|Vh| > 0} est localement H!-rectifiable. Il existe
o :supppuN{|Vh| >0} — {1} telle que

K= hl{‘Vh\ZO} + 20(X)|Vh’insupp,uﬂ{\Vh\>0}‘ (9)

3) h est constante sur les composantes connexes du support de L.

18



Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Motivations physiques
Vorticités limites des équations de GL

Supraconductivité : modele de Ginzburg-Landau (GL) (avec champ
magnétique). Soit Q C R?,

1 . 1 1
GE(U,A)_2/Q]VU—/AU2+4€2/Q(1—u2)2—|—2/ﬂ\h—hex\2

avec
e u:Q — C fonction d'onde, en général |u| <1 et |u| ~ 1=
phase supraconductrice, |u| ~ 0= phase normale.
e & > ( est un petit paramétre.

e he > 0 est 'intensité du champ magnétique extérieur, A est
le potentiel magnétique et h = curl A est le champ
magnétique induit.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Motivations physiques
Vorticités limites des équations de GL

Vortex = régions ou |u| ~ 0 et autour desquelles u a un degré non
nul.

Le degré d'un vortex au point xgp est :
1 Oy

— —=deZ
2T Br(XO) 87’

avec u = pe'? pres de xg.

FIGURE — Vortex (blanc)
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Soit Q C R? un domaine lisse borné simplement connexe. Soit
{(ue, Ac)}e>0 des points critiques de G..
On pose

Je = (iug, Vu: — iAcu.),
Alors

e = curl jo + curl A..

—Ah. + h. = pu. dans Q.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Motivations physiques
Vorticités limites des équations de GL

Soit Q C R? un domaine lisse borné simplement connexe. Soit
{(ue, Ac)}e>0 des points critiques de G..
On pose

Je = (iug, Vuz —iAcuz), pe = curl jo + curl A..

Alors
—Ah. + h. = . dans Q.

Quand € — 0,
Ne
fle 271'2 d,-eda,s.

Avec a; sont les vortex et df leurs degrés. On pose
[ 5]
ne :=2m 2, |d|.
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ex”

Soit {(ue, Az)}e>0 comme avant. On suppose he, < Cloge et

e

hex

he

— h dans H*(Q)
ex

— p=—Ah+he MnH Q) au sens des mesures.

02 [(9:)%) = 30.(1P).

G-(uz, A.) < Ch2,. Si n. ~ Chey (C > 0) alors, quitte 3 extraire,
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Vh(zo) # 0.

Soit h dans H(Q) qui vérifie (1) et (2). Soit zy € supp u tel que
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat

Soit h dans H() qui vérifie (1) et (2). Soit zg € supp 1 tel que
Vh(Zo) 75 0.

Etape 1 : De (2) on déduit qu'il existe o dans W9 pour tout
1 < g < 400 et f holomorphe telle que

(0:h)? = a+f.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat

Soit h dans H() qui vérifie (1) et (2). Soit zg € supp 1 tel que
Vh(Zo) 7§ 0.

Etape 1 : De (2) on déduit qu'il existe o dans W9 pour tout
1 < g < 400 et f holomorphe telle que

(0:h)? =+ f.
On peut trouver R > 0 tel que dans Bg on a

Oh=0vVa+f

avec 0 : Bp — {£1}.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat

Soit h dans H() qui vérifie (1) et (2). Soit zg € supp 1 tel que
Vh(Zo) 75 0.

Etape 1 : De (2) on déduit qu'il existe o dans W9 pour tout
1 < g < 400 et f holomorphe telle que

(0,h)? = a +f.
On peut trouver R > 0 tel que dans Bg on a

O:h=0Va+ f
avec 0 : B — {£1}.0On pose g := /o + f et on peut montrer
qu'il existe H dans W?P pour tout 1 < p < 400 tel que g = 0, H

et alors
O0,h = 00,H. (10)
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Etape 2 : On utilise —Ah+ h = 1 pour obtenir

0 € BV(Bg).
Par conséquent Vh € BV(Bg). On pose

BR,_ = {Z (S BR; 9(2) = -I—].} BE = BR \ BR,_
Ce sont des ensembles de périmétre fini.
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La relation (10) donne

vg+ est parallele a Vh et VH.
R
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La relation (10) donne

Vg est parallele a Vh et VH.
On utilise h € H', Vh = £V H dans B,J{ et —Ah+ h = u pour
déduire que

1
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat

La relation (10) donne

Vgt est parallele a Vh et VH.
R

On utilise h € H, Vh = +VH dans B;’ et —Ah+ h = p pour
déduire que

1
HBr = —2VH Vg H) g g

En utilisant la théorie des ensembles de périmetre fini dans R?
(Fleming '57, Ambrosio-Caselles-Masnou-Morel '00) on peut
montrer

supp g, = {z € Br; H(z) = 0}.
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On peut alors montrer Vh € BV,(£2) en utilisant |'analyse
précédente et un lemme de recouvrement de Besicovitch.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat

On peut alors montrer Vh € BV),(Q2) en utilisant I'analyse
précédente et un lemme de recouvrement de Besicovitch.

Alors, en appliquant la théorie des fonctions BV on trouve :
D?hy|jvh=0} = 0, (11)

Oou encore

(=Ah+ h)gjvh=0y = hl{vh=0}- (12)
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L'étape précédente a aussi donné h est constante sur les

composantes connexes (c.c) de supp i N {x; Vh(x) # 0} et par
continuité de h sur les c.c de supp N {x; Vh(x) # 0}.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat
h est constante sur supp

L'étape précédente a aussi donné h est constante sur les
composantes connexes (c.c) de supp M {x; Vh(x) # 0} et par
continuité de h sur les c.c de supp N {x; Vh(x) # 0}.

On pose Q' := Q \ supp N {x; Vh(x) # 0}. C'est un ouvert.
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat
h est constante sur supp

L'étape précédente a aussi donné h est constante sur les
composantes connexes (c.c) de supp M {x; Vh(x) # 0} et par
continuité de h sur les c.c de supp N {x; Vh(x) # 0}.

On pose Q' := Q \ supp N {x; Vh(x) # 0}. C'est un ouvert.

Proposition

On a
Vh est dans C°(Q) (13)

Ah=h dans{|Vhl #0}NQ". (14)

(au sens des viscosités).
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat
h est constante sur supp

L'étape précédente a aussi donné h est constante sur les
composantes connexes (c.c) de supp M {x; Vh(x) # 0} et par
continuité de h sur les c.c de supp N {x; Vh(x) # 0}.

On pose Q' := Q \ supp N {x; Vh(x) # 0}. C'est un ouvert.

Proposition

On a
Vh est dans C°(Q) (13)

Ah=h dans{|Vhl #0}NQ". (14)

(au sens des viscosités).

On peut appliquer les résultats de Caffarelli-Salazar ('02) et
Caffarelli-Salazar-Shahgholian ('04) pour obtenir

h est dans W?P(Q) pour tout 1 < p < +0o0.
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On utilise alors une version Sobolev du théoreme de Morse-Sard

Soit Q'  R? un ouvert, f : Q¥ — R tel que f €

W2ap
p > 2 alors I'ensemble des valeurs critiques de f est de mesure de
Lebesgue L1 nulle.

o2(Q) pour un
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Description des vorticités limites des équations de Ginzburg-Landau
Esquisse de preuve du résultat
h est constante sur supp

On utilise alors une version Sobolev du théoreme de Morse-Sard
Théoréeme (De Pascale ('01)-Figalli ('08))
Soit ' C R2 un ouvert, f : ¥ — R tel que f € W2P(Q) pour un

loc
p > 2 alors I'ensemble des valeurs critiques de f est de mesure de

Lebesgue L nulle.

Alors h est constante sur les c.c. de supp u N Q' et par continuité h
est constante sur les c.c. de supp p.
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Merci pour votre attention !
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