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Mesure invariante

Soit (H,$¢) un systéme dynamique.

Sur I'espace des fonctions continues bornées f : H — R, on a une dynamique S; donnée
par

Sif() = f(¢r).
Et sur I'espace des mesures de probabilités u : B(H) — [0,1], on définit la dynamique S;
par S;u(-) = u(¢;).
Une mesure y est invariante pour (H,¢;) si

S{u = pour tout t.
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Motivations générales pour les EDP

@ Etude de la dynamique en temps long:
Soit u est invariante pour (H,#:) (Ex: ¢; est le flot d’'une EDP bien posée sur H).

@ Théoréme de récurrence de Poincaré:
Si u(B) > 0 alors pour u-presque tout x € B, il existe t, — oo telle que ¢y, x € B, Vn.

@ Théoremes ergodiques:

1T .
?f Sif(x)dt — f(x) quand T — oo :
0

dans L? (von Neumann), dans L' et p.s. (Birkhoff).

@ Théorie de Cauchy probabiliste.
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Modeles en considération 1

@ Equation de Benjamin-Ono
otu + Haiu +udyu=0, xeT,

“H(n) = —isign(n)". GWP dans H°, s > 0 (voir e.g. Molinet).
Infinité de lois de conversation:

En(u) = |lul® + “reste d’ordre inferieur” neN/2.
Mesures de type Gibbs (Deng, Tzvetkov, Visciglia)

pin(du) = “e oSt MR gy (HM=27) =1, pp(H™2) = 0.
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otu + Haiu +udyu=0, xeT,

“H(n) = —isign(n)". GWP dans H°, s > 0 (voir e.g. Molinet).
Infinité de lois de conversation:

En(u) = |lul® + “reste d’ordre inferieur” neN/2.

Mesures de type Gibbs (Deng, Tzvetkov, Visciglia)

pin(du) = “e oSt MR gy (HM=27) =1, pp(H™2) = 0.

@ Equation de Klein-Gordon/Ondes en dimension 3
Bu-Au+miu+luP'lu=0, xeT® ou D. (KG-p)

Une loi coercive:
1 2
E(u.0tu) = f§ (|Vu\2 + m§u2 + mlul”*')dx, Critique quand p=5.

Dans le cas radial, la mesure de Gibbs
ir 1 2 2,2
6_5] |uwe_§f(\vm +mgu )’ pour p <5,

est invariante, elle est concentrée sur H' /2 x H=1"/2 (Burg-Tzvetkov, de Suzzoni,
Bourgain-Bulut, Xu).
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Modeles en considération 2

Théoreme (S., a paraitre dans APDE)

Il existe une mesure non triviale i concentrée sur C*(T) et invariante sous le flot de
I'équation de Benjamin-Ono.
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Théoreme (S., Soumis)

Léquation (KG — 3) posée sur T® ou sur un domaine borné D admet une mesure invariante
non triviale concentrée sur H? x H'.
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Modeles en considération 2

Théoreme (S., a paraitre dans APDE)

Il existe une mesure non triviale i concentrée sur C*(T) et invariante sous le flot de
I'équation de Benjamin-Ono.

Théoreme (S., Soumis)

Léquation (KG — 3) posée sur T® ou sur un domaine borné D admet une mesure invariante
non triviale concentrée sur H? x H'.

Théoreme (S., en cours)

Il existe une mesure u non triviale concentrée sur H>(T%) x H'(T®) sur le support de
laquelle I'équation (KG — 7) est globalement bien posée.
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Idée générale de la construction des mesures de Gibbs

Principe de base = Théoréme de Liouville: Toute EDO conservative préserve la mesure de
Lebesgue sur son espace des phases.

x=u(x)ouV-u=0,0nadyp+V-(pu) =0.Ainsi d;p* =0 V- (p*u) =0.

Cas hamiltonien: u = (V,H(x,y), — VxH(x.,y)), on peut choisir p*(x,y) = f(H(x.y)).

Mesure de Gibbs: f(r) = ™", i.e. p* = eH.
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Probléme: On n’est pas en dimension finie.
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Cas hamiltonien: u = (V,H(x,y), — VxH(x.,y)), on peut choisir p*(x,y) = f(H(x.y)).

Mesure de Gibbs: f(r) = ™", i.e. p* = eH.

Probléme: On n’est pas en dimension finie.

On considére donc des projections fini-dimensionnelles croissantes de 'EDP: Py(EDP).

On traite la convergence de la suite de mesures de Gibbs p}, associées.
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Idée générale de la construction des mesures de Fluctuation-Dissipation

Principe de base = Théoréme d’existence de Bogoliubov-Krylov: Toute dynamique continue
a espace des phases compact admet une mesure invariante.
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EDP = aDissipation + van

n est un bruit blanc. Le calcul d’It6 combiné avec des lois de conservation (en principe
DEUX, voir Kuksin-Shirikyan) fournit des estimées. Puis Chebyshev + Prokhorov+
Bogoliubov-Krylov donnent I'existence d’'une suite de mesures .
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Passages clé:
@ Régularisation uniforme en a pour BO: Si le processus solution u est stationnaire
alors: (IEIIuII‘L’2 < +o00,Yp) = (E\Iullﬁ” < 400, Yn). Cette implication préserve une
X X
uniformité en a.
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@ Deux lois de presque conservation dérivées de I'énergie pour KG-3:
a(mz-i-/lo) a2(m2+/10)
E1(U,atu) = E(u,atu) + + fuatu+ +”U”,2_p

2
[0 [0
E>(u,0:u) = E(u,0:u) — N fﬁtu(A - mg)u + 7||U||,2_,z~
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