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Le systeme

On considére le systéme suivant :

Ot + Ot = V| u, t,x) e R x T,
[0 U + OxxU |v|2u (t,x) (CNLS)
i0tv + Oxxv = |u|” v.
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Le systeme

On considére le systéme suivant :

i0pu + et = |v|2u, (t,x) e Rx T,

CNLS
i0ev + Oxv = |ufv. ( )
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Le systeme

On considere le systéme suivant :

i0pu + et = |v|?u, (t,x) e Rx T,

CNLS
iDev 4 v = |ulv. ( )

Propriétés :
e Hamiltonien.
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Le systeme

On considére le systéme suivant :

i0ru 4 Ot = |v|7u,
i0tv + O v = |U

Propriétés :
o Hamiltonien :

t,x) ER x T,
(£:x) € ] x (CNLS)

H(u,v,u,v) =Y (uj+ vip) + > wviliivj = P2+ Py

jez
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Le systeme

On considére le systéme suivant :

i0pU + Oyl = M2u, (t,x) e Rx T, (CNLS)
i0pv + Oxxv = |u|“v.

Propriétés :
e Hamiltonien :
H(u,v,u,v) = Z_j (ujt; + vjvj) + Z ukVvitiv; = Py + Py.
JEZ i+j=k+1
e Intégrabilité?

Victor Vilaca Da Rocha

(bcgm) Tores KAM linéairement instables: Introduction WWW.bcamath.org
JEF 2018, Nancy que center for applied mathematics




Le systeme

On considere le systéme suivant :

i0su + Ot = |v|?u, (t,x) eRx T,

(CNLS)
i0pv + Oxxv = |u

Propriétés :
e Hamiltonien :
H(u, V,E,V) = ij(ujﬂj + VJVJ) + Z ugvilivy = P> + Py.
=/ i+j=k+1
e Intégrabilité ?
e Echanges d'énergie.

Victor Vilaca Da Rocha

(bcgm) Tores KAM linéairement instables: Introduction WWW.bcamath.org
JEF 2018, Nancy que center for applied mathematics




Plan

Introduction

Les effets de battement

Victor Vilaca Da Rocha

(502"1) Tores KAM linéairement instables: Introduction WWW.bCamath.org

JEF 2018, Nancy r for applied mathematics



Les effets de battement

Théoréme (Grébert, Paturel, Thomann, 2013)

Pour des conditions initiales suffisamment petites, on peut
construire des solutions du systéme (CNLS) qui échangent
de I'énergie en temps long.
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Les effets de battement

FIGURE — Les effets de battement
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Les effets de battement décalés

FIGURE — Les effets de battement décalés
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L’idée

Ici, on s'intéresse a la persistance de tores linéaires simples :
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L’idée
Ici, on s'intéresse a la persistance de tores linéaires simples :
Pour p,g € Z, v > 0 et p € (1,2)?,

u(x,t) = upre™e P, I li
— iqx ,—iq*t (SO m)
v(x,t) = \vpe®e Tt

est une solution du systeme linéaire associé a P;.
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L’idée
Ici, on s'intéresse a la persistance de tores linéaires simples :
Pour p,g € Z, v > 0 et p € (1,2)?,

u(x,t) = UprePXe Pt i
B o it (sol lin)
vix,t) = \/vprePe T

est une solution du systeme linéaire associé a P;.
Cette solution décrit le tore linéaire

77’P(pa q) = {|Up|2 =vp1, ’Vq|2 = I/pz}.
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L’idée
Ici, on s'intéresse a la persistance de tores linéaires simples :
Pour p,g € Z, v > 0 et p € (1,2)?,

u(x,t) = UprePXe Pt i
B o it (sol lin)
v(x,t) = \/vppe®e

est une solution du systeme linéaire associé a P;.
Cette solution décrit le tore linéaire

77’P(pa q) = {|Up|2 =vp1, ’Vq|2 = I/pz}.

Question : Ces tores sont-ils persistants pour le systéme non
linéaire ?
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Le théoreme

Théoréeme (Grébert, Vilaca Da Rocha, 2017)

Fixons p # g et s > 1/2.
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Le théoreme

Théoréme (Grébert, Vilaca Da Rocha, 2017)

Fixons p # g et s > 1/2. Pour v suffisamment petit et
p€C, C[1,2
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Le théoreme

Théoréme (Grébert, Vilaca Da Rocha, 2017)

Fixons p # q et s > 1/2. Pour v suffisamment petit et
peC, C [1,2]2, il existe une solution quasi-périodique
(u,v) € £2 x (2 de (CNLS) de la forme

ulx,t) =) u(tw)e™,  v(x,t) = vi(tw)e’,

JEZ JEZ
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Le théoreme

Théoreme (Grébert, Vilaca Da Rocha, 2017)

Fixons p # g et s > 1/2. Pour v suffisamment petit et
p € C, C[1,2]? il existe une solution quasi-périodique
(u,v) € £2 x 2 de (CNLS) de la forme

u(x t) = - u(tw)e™,  v(x,t) = 3 y(tw)el,

JEZ JEZ

proche de la solution linéaire (sol lin), ot w = w(p) € R? est
un vecteur fréquence non résonant proche de (p?, ¢%).
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Le théoréeme

Théoréme (Grébert, Vilaca Da Rocha, 2017)

Fixons p # q et s > 1/2. Pour v suffisamment petit et
p €C, C[1,2]? il existe une solution quasi-périodique
(u,v) € £2 x (% de (CNLS) de la forme

u(x,t) = Z uj(tw)eijx, v(x,t) = Z vj(tw)e’jx,
JEZ JEZ

proche de la solution linéaire (sol lin), ot w = w(p) € R? est
un vecteur fréquence non résonant proche de (p2, qz).
De plus, cette solution est linéairement instable.
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Commentaires

e Liens avec les effets de battement.
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Commentaires

FIGURE — Les effets de battement décalés
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Commentaires

e Lien avec les effets de battement.
e Comportement vraiment non linéaire.
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Forme normale de Birkhoff

Proposition : Forme normale de Birkhoff

Pour ¢ suffisamment petit, il existe un changement de
variables symplectique 7 de la boule Bs(¢) dans Bs(2¢) tel
que :

HB :=Hor=P,+ Z4+ Re,
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Forme normale de Birkhoff

Proposition : Forme normale de Birkhoff

Pour ¢ suffisamment petit, il existe un changement de
variables symplectique 7 de la boule Bs(¢) dans Bs(2¢) tel
que :

HB .=Hor=P,+ Z4+ Re,

N

ou :
> Z, est le polynome homogene d'ordre 4 :

Zy(u,u,v,v) = E Uk V(T;v;.
kb l=itj
k2+/2:f2+j2
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Forme normale de Birkhoff

Proposition : Forme normale de Birkhoff

Pour ¢ suffisamment petit, il existe un changement de
variables symplectique 7 de la boule Bs(¢) dans Bs(2¢) tel
que :

HB .=Hor=Py+ Z4 + Re,

N

ou :
> Z, est le polynome homogene d'ordre 4 :

Zy(u, U, v,v) = Z Uk VitV = Z Uk V(T Vv;.
ktI=itj (kI ={id}
k2+/2=i2+j2
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Forme normale de Birkhoff

Proposition : Forme normale de Birkhoff

Pour ¢ suffisamment petit, il existe un changement de
variables symplectique 7 de la boule Bs(¢) dans Bs(2¢) tel
que :

HB .=Hor=P,+ Zy+ Re,

N

ou :
> Z4(u,ﬁ, V,V) = Z UgViUiv;.
{k,13={i.j}

Terme important : UpVqlgVp + UpVglgVp.
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Forme normale de Birkhoff

Proposition : Forme normale de Birkhoff

Pour ¢ suffisamment petit, il existe un changement de
variables symplectique 7 de la boule Bs(¢) dans Bs(2¢) tel
que :

HB .= Hor = Py+ Zy+ Re,

N

ou :
> Z4(u,H, V,V) = Z UgViUiv;.
{k.1y={i.j}

> Rg est une fonction réguliere d'ordre 6.
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Forme normale de Birkhoff

Proposition : Forme normale de Birkhoff

Pour € suffisamment petit, il existe un changement de
variables symplectique 7 de la boule Bs(¢) dans Bs(2¢) tel
que :

HB .= Hort=Py+ 2Z4+ Re,

N

ou :
> Zy(u,d,v,v) = Z Uk Vit Vv;.
{k,1y={i.j}
> Rg est une fonction réguliere d'ordre 6.

» 7 est proche de I'identité.
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Préliminaires

Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou

» p est un paramétre dans un compact de R";
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Préliminaires
Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou

» p est un paramétre dans un compact de R";

> (r,0) € R" x T" sont les modes internes;
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Préliminaires

Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou
» p est un paramétre dans un compact de R";
> (r,0) € R" x T" sont les modes internes;

» (= ((.)ac= € CZ sont les modes externes;
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Préliminaires

Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou
» p est un paramétre dans un compact de R";
> (r,0) € R" x T" sont les modes internes;

» ( = (Ca)acz € (CZ sont les modes externes ;

> hO_hO(r7Cp)_ I’+Z/\ ’Cu‘z
aEZ
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Préliminaires

Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou
» p est un paramétre dans un compact de R";
> (r,0) € R" x T" sont les modes internes;

> (= (Co)acz € (CZ sont les modes externes ;
> ho = ho(r,C;p) = Qp) - r+ Y Nalp)lCa
aEZ
» On distingue les modes elliptiques (v € £, c'est a dire ici
Ao € R) et les modes hyperboliques (o € F, c'est a dire ici
Sha ?é 0) ;
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Préliminaires

Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou
» p est un paramétre dans un compact de R";
> (r,0) € R" x T" sont les modes internes;

> (= (Co)acz € (CZ sont les modes externes;
> h0:h0(r7c P) r+Z/\ ’C,u‘z
aEZ

» On distingue les modes elliptiques (v € £, c'est a dire ici
Ao € R) et les modes hyperboliques (o € F, c'est a dire ici
RILW 7é 0) ;

> L et F sont des espaces respectivement de dimension infinie
et finie, et Z est I'union disjointe £ U F;
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Préliminaires

Considérons des hamiltoniens de la forme H(r,0,(; p) = hg+ f, ou
» p est un paramétre dans un compact de R";
> (r,0) € R" x T" sont les modes internes;
> (= (Co)acz € (CZ sont les modes externes;

> h0:h0(r7c p) I’—|—Z/\ ’(,u‘z
aEZ

» On distingue les modes elliptiques (v € £, c'est a dire ici
Ao € R) et les modes hyperboliques (o € F, c'est a dire ici
SAa #0);

> L et F sont des espaces respectivement de dimension infinie
et finie, et Z est I'union disjointe £ U F;

v

f=1£(r,0,C; p) est une perturbation petite.
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Théoreme KAM

Théoréme

Soit s > 1/2.
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Théoreme KAM

Théoreme

Soit s > 1/2. Supposons LHQVB sur la perturbation f et
les fréquences €2 et A,,.
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Théoreme KAM

Théoréeme

Soit s > 1/2. Supposons LHQVB sur la perturbation f et
les fréquences Q et A,. Il existe D C [1,2]" un espace de
Cantor tel que pour tout p € D,
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Théoreme KAM

Théoreme

Soit s > 1/2. Supposons LHQVB sur la perturbation f et
les fréquences Q et A,. Il existe D C [1,2]" un espace de
Cantor tel que pour tout p € D, il existe un changement de
variables symplectique ® tel que :

(h0+f)o<b:h+g,
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Théoreme KAM

Théoréme

Soit s > 1/2. Supposons LHQVB sur la perturbation f et
les fréquences Q et A,. Il existe D C [1,2]" un espace de
Cantor tel que pour tout p € D, il existe un changement de
variables symplectique ¢ tel que :

(ho+f)od=h+g,

avec h= (w(p), r) + (e, Alp)Ce) + %< (g ) K(p) (gi )>

en forme normale,
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Théoreme KAM

Théoréme

Soit s > 1/2. Supposons LHQVB sur la perturbation f et
les fréquences Q et A,. Il existe D C [1,2]" un espace de
Cantor tel que pour tout p € D, il existe un changement de
variables symplectique ¢ tel que :

(ho+f)od=h+g,

avech=<w(p),r>+<<,;,A(p)éc>+§<(§§>,K(p) h

en forme normale et g encore plus petite que f (g plate).
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Théoreme KAM

Théoreme

Soit s > 1/2. Supposons LHQVB sur la perturbation f et
les fréquences Q et A,. Il existe D C [1,2]” un espace de
Cantor tel que pour tout p € D, il existe un changement de
variables symplectique ® tel que :

(ho+f)0¢:h+g,

avec h = (w(p),r) + (e, Alp)Ce) + <<g§> K(p) <§§)>

en forme normale et g encore plus petite que f (g plate). De
plus, les nouvelles fréquences sont proches des anciennes.
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Conséquences dynamiques

On a
(ho+f)od=h+g,

avec h= (w(p). ) + (e, A(p)Ce) + §<(§§ ) K(p) (g; )> et

plate.
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Conséquences dynamiques

On a
(ho+f)od=h+g,

avec h = (w(p),r) + (e, Alp)Ce) + ((gﬁ) , K(p) <§§)> et g

plate. Ici, h est en forme normale signifie que :

Victor Vilaca Da Rocha
www.bcamath.org

5 ) Tores KAM linéairement instables: Méthode
( cgm JEF 2018, Nancy enter for applied mathematics



Conséquences dynamiques

On a
(h0+f)o¢:h+g7

avec h = (w(p), r) + (Cc, Alp)Cc) + <<§i> . K(p) (gﬁ)> etg

plate. Ici, h est en forme normale signifie que :

» A(p) est hermitienne.
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Conséquences dynamiques

On a
(ho+f)od=h+g,

avec h = (w(p), r) + (Cc, A(p)e) + <(Z> , K(p) <§§)> et g

plate. Ici, h est en forme normale signifie que :
> A(p) est hermitienne.
» K(p) est symétrique.
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Conséquences dynamiques

On a
(ho+f)o®=h+g,

avec h= (w(p), r) + (e, Alp)Ce) + < ) ko) (& ) et g
r Cr
plate. Ici, h est en forme normale S|gn|f|e que :

» A(p) est hermitienne.

» K(p) est symétrique.

Corollaire

d1({0} x T" x {0}) est un tore invariant pour hg + f,
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Conséquences dynamiques

On a
(ho+f)o®=htg,

avec h = (w(p), r) + (Cc, (P)CL:> <<gf__> , K(p) (gﬁ_)> etg

plate. Ici, h est en forme normale signifie que :
» A(p) est hermitienne.

» K(p) est symétrique.

Corollaire

®71({0} x T" x {0}) est un tore invariant pour hg + f et ce
tore est linéairement stable si et seulement si 7 = ().
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Le résultat :
e Instabilité linéaire due aux modes ug et vp.

Autour de ce résultat :
elecas p=gq.
e Variétés stables et instables : phénomeénes de diffusion d'Arnold.

Perspectives :
e Le cas du beating.
e Le cas quintique.
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Merci pour votre attention



	Introduction
	Le système étudié
	Les effets de battement

	Résultat
	Méthode
	Forme normale de Birkhoff
	Théorème KAM

	Conclusions et perspectives

